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LECTURA 3
1. Conceptos basicos de dinamica estructural

1.1. Vibracién libre de SDOF (Single Degree of Freedom)

Solucién al problema de vibracién libre (SDOF)

La ecuacién diferencial que rige la vibracién libre del sistema con masa m y rigidez k sin amortiguamiento

es:
mi+ku=0 (1)

Con las condiciones iniciales u = 1(0), u = #(0). La solucién de la ecuacién diferencial homogénea es:

u(t) = Acoswpt + Bsen wpt (2)

Donde: A = u(0), B = %:) y Wy = \k/m.

1.2. Grados de libertad

Definicién de grado de libertad

Un grado de libertad corresponde a cualquier movimiento posible de los nodos de los elementos en una
direccion no restringida.
Es definido como el nimero de desplazamientos independientes requerido para definir las posiciones

desplazadas de todas las masas relativas a sus posiciones originales.

Diferencia entre un grado de libertad dinamico y estatico

En la figura 1, los grados de libertad estaticos del pértico de un nivel, asumiendo un diafragma rigido, son
uy, us y us. No obstante, al considerar que la masa esta concentrada en el primer nivel —ya que la masa
del entrepiso suele ser mucho mayor que la asociada al peso propio de las columnas— y bajo una excitacién
dindmica p(t), el Gnico grado de libertad relevante es el desplazamiento lateral u, al cual se denomina
grado de libertad dinamico. Esto no implica la eliminacion de los grados de libertad rotacionales us y

U3, sino su incorporacién implicita mediante un proceso conocido como condensacién estatica.

Curso: Analisis y disefio practico de cimentaciones segiin ACI 318-25 Pagina 5
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Figura 1: Diferencia entre un grado de libertad estatico y dinamico. (Fuente: Chopra, 2014)

Ejemplo de una viga continua:
En un sistema continuo bajo carga dinamica, las fuerzas de inercia dependen de desplazamientos y ace-
leraciones que varian en el espacio y en el tiempo, por lo que la respuesta debe definirse en cada punto
de la estructura (Fig. 2). Para simplificar el analisis, se idealiza la masa como concentrada en un namero
finito de puntos (Fig. 3); asi, las fuerzas de inercia se desarrollan solo en esos puntos y la respuesta queda
descrita mediante un conjunto finito de desplazamientos. El namero minimo de desplazamientos indepen-
dientes necesarios para representar los efectos inerciales significativos se denomina niamero de grados de

libertad dindmicos del sistema.

p r(r)

Y w— — _&d“iat}J,I,TfL)/_é_

Inertial forces

(a) (b)

Figura 2: Diferencia entre un problema estatico y dinamico. (Fuente: Clough y Joseph, 2003)
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Figura 3: Reduccion de grados de libertad. (Fuente: Clough y Joseph, 2003)
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Ejemplo de una viga continua (cont.):

El procedimiento de reducir los grados de libertad se basa en la suposiciéon de que la deflexion puede
expresarse como la suma de una serie trigonométrica de ondas sinusoidales independientes que satisfacen

las condiciones de borde,

v(x) = an sin(?) ,

donde los coeficientes b;, son constantes y cuantifican la contribucién de cada patrén a la deformada total.
En el caso dindmico, la estructura ya no responde a una carga constante, sino a una excitacién dependiente
del tiempo. En esta situacion, los patrones espaciales de deformaciéon permanecen invariantes, pero
sus amplitudes evolucionan con el tiempo y dependen de la carga aplicada. Por ello, los coeficientes estaticos

by, se reemplazan por funciones temporales ¢, (¢), dando lugar a

V() = ) n () an(0)
n=1

v(x)

A 0
L .y
. TX
b, sin T
_A _O
+
b, sin 2%x
_A -0
+
by sin 31X
_A _Q
+

Figura 4: Fuente: Clough y Joseph, 2003
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2. Respuesta de sistemas de varios grados de libertad

2.1. Ecuacién caracteristica

Ecuacion caracteristica en sistemas de varios grados de libertad

Para un sistema lineal de varios grados de libertad en vibracién libre no amortiguada con las matrices de

masa y rigidez M y K , la ecuacién de equilibrio dindmico se escribe como
Mii+Ku =0, (3)
Sabemos que la solucién de vibracién libre para un sistema de un grado de libertad esta dado por:
q (1) = A cos (wnt) + Bsin (wnt)

Sin embargo ahora w;, no sera (nica pues tenemos mas de un grado de libertad. Definiendo un vector ¢
que representa el movimiento relativo que tienen los grados de libertad entres si, el movimiento del sistema

se puede representar para una frecuencia en particular wy;:
U (1) = qm (1) dm gm (t) = Ay, o8 (Wpmt) + By, sin (wymt) (4)
Si derivamos 2 veces la ecuacién 4 obtenemos la velocidad y aceleracién para el modo m:

U (1) = [-Am Wpm Sin (Wpmt) + By W c0s (Wnmt)] dm
i (1) = [—Am w%m cos (Wymt) — B wim sin (a)nmt)] Om

i (1) = =2 (Gm (1)) dm

Reemplazando la aceleracién y el desplazamiento en 3 nos queda:

M- (=w3tm () ) + K (am () 9m) =0 = (K =2, M) g =0

Para que exista una solucién no trivial, el sistema de ecuaciones algebraicas debe ser singular, lo que

conduce a la condicién

det(K - wflM) =10!

denominada ecuacién caracteristica. Su resolucién permite determinar las frecuencias naturales w;, (va-
lores propios) y las correspondientes formas modales @, (vectores propios), que describen los patrones

independientes de vibracién del sistema.

Curso: Analisis y disefio practico de cimentaciones segiin ACI 318-25 Pagina 8
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2.2. Modos de vibracién

Significado fisico de las formas modales

El significado fisico de las formas modales se comprende al analizar la vibracién libre de un sistema de

varios grados de libertad. Si el vector de desplazamientos iniciales

¢ = {u1(0), us(0)}"

es arbitrario, los distintos grados de libertad no se mueven en fase, por lo que la respuesta del sistema no
es periédica y no puede asociarse a un Gnico periodo de vibracién.

En contraste, cuando el vector inicial coincide con una forma especial ¢,,, todos los grados de libertad
vibran en fase y mantienen proporciones constantes entre sus desplazamientos. En este caso, el movimiento
es armonico simple y puede asociarse a un periodo natural bien definido 7},.

Estas formas especiales corresponden a los modos de vibracion del sistema y se obtienen como soluciones
del problema caracteristico. Cada modo describe un patrén independiente de movimiento y esta asociado

a una frecuencia natural Gnica.

-2
a b ¢
,. L
T N L VA A S
. ) a W \VA ViRV AV
2]

|
, 21 ~ ||
o Leu b u i
O 1 }\u](ﬂ) |[]_ |

2k -2 , , ,
0 T 27, 3T,

T, VA
(a) (b) (d)

Figure 10.1.1 Free vibration of an undamped system due to arbitrary initial displacement:
(a) two-story frame: (b) deflected shapes at time instants a, b, and ¢; (c) modal coordinates g,(1):

(d) displacement history.

Figura 5: Vibracion de un pérticos de 2 niveles con condiciones iniciales arbitrarias (Fuente: Chopra, 2014)

Curso: Analisis y disefio practico de cimentaciones segiin ACI 318-25 Pagina 9
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Figure 10.1.2 Free vibration of an undamped system in its first natural mode of vibration: (a)
two-story frame; (b) deflected shapes at time instants a, b, ¢, d, and ¢: (c) modal coordinate g,(r);
(d) displacement history.

Figura 6: Vibracion libre debido a las condiciones iniciales del modo 1 (Fuente: Chopra, 2014)

(c)
NWAWAWAWAWAWS
BAVARAVERVARVIRVERV/
‘I"!.?‘.'?"? T,=2n/w,
O,” U» ()(I[:ba‘pzz Uz (l]: % i E![ /\ /\ /\ /f
¢ Node ‘l: i l \/ \'/ \-/
1-
\sz uy b1z i (]_ :m /\ /\ /\ ¢
2% -1 :/!!! \/ \j \/ \
0 T, I 37, ' 5T, '
77 “ w7 o 0 T, 27, 3T,
(d)

Figure 10.1.3 Free vibration of an undamped system in its second natural mode of vibration:
(a) two-story frame; (b) deflected shapes at the time instants a, b, ¢, d, and e: (¢) modal coordinate
g2(1): (d) displacement history.

Figura 7: Vibracion libre debido a las condiciones iniciales del modo 2 (Fuente: Chopra, 2014)

Curso: Analisis y disefio prictico de cimentaciones segiin ACl 318-25 Pagina 10
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2.2.1. Ortogononalidad de modos

Ortogonalidad modal

Recordando la ecuacién caracteristica:

(K - (‘)imM) $m =0
Para un modo cualquiera n, cada valor y vector caracteristico satisface:

K¢, = w, Mg, (5)

Premultiplicando la ecuacién anterior por la transpuesta de la forma modal r se obtiene:

¢, Kp, = w6/ Mg,
Tomando la transpuesta de ambos lados y usando (AB)T = BT AT resulta:

$,Ko, = w0, Mg,

Ahora, premultiplicando la ecuacién caracteristica correspondiente al modo r por la transpuesta de la forma

modal n se obtiene:

¢, K¢, = v/ ¢, Mg,
De las ecuaciones (2.2.1) y (2.2.1) se deriva:
(109, ) (0 - 2) =0
Para la mayoria de aplicaciones practicas se cumple que w, # w;, por lo que:
¢, Mg, =0

Reemplazando en (2.2.1), se obtiene:

$r Ko, =0

Las dos altimas expresiones representan las condiciones de ortogonalidad modal que satisfacen los modos

naturales cuando wy, # w;.

Curso: Analisis y disefio practico de cimentaciones segiin ACI 318-25 Pagina 11
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2.2.2. Desacoplamiento modal

Desacoplamiento modal

La ecuaciéon de movimiento de un sistema de varios grados de libertad con amortiguamiento, sometido a

una carga variable en el tiempo p(¢), se escribe como
Mii+ Cu+Ku=p().

El vector de desplazamientos puede expresarse como una combinacién lineal de las formas modales ¢,,,

invariantes en el tiempo, y las coordenadas modales ¢, (7),

N
u(t) = )" ¢, qn(0).
n=1

De forma analoga, la carga externa puede escribirse como p(¢) = F f(¢), donde F es un vector espacial

constante. Sustituyendo en la ecuacién de movimiento se obtiene
N N N
M $,Gn(0) +C D 6, dn() +K > 8, q(0) =F f ().
n=1 n=1 n=1

Premultiplicando la expresién anterior por la transpuesta de una forma modal ¢iT se obtiene

N N N

D BIM, () + Y 1 CHy an() + ) 6] Kb, an(t) = ¢] F £(2).

n=1 n=1 n=1
Aplicando las propiedades de ortogonalidad modal, la ecuacién se reduce a

¢ M@, Gi(1) + ¢] C; 4i(1) + $TK@; qi(1) = ¢]F f(0).
Definiendo las magnitudes modales
M; =¢{M¢..  C/=¢[Co. K =9¢/K¢,
la ecuacion desacoplada queda como
M} Gi(1) + C; 4i(0) + K] qi(1) = P (1), Pj(1) = $[ F f(1)

El desacoplamiento completo se logra si la matriz de amortiguamiento corresponde a un amortiguamiento

clasico, en cuyo caso las ecuaciones modales son independientes.

Curso: Analisis y disefio practico de cimentaciones segiin ACI 318-25 Pagina 12
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2.3. Respuesta para excitacién en la base

Ecuacion de movimiento de un SDOF con excitacion en la base

Para un sistema de un grado de libertad (SDOF) sometido a excitacién sismica en la base, el movimiento
total de la masa puede descomponerse como la suma del desplazamiento relativo de la estructura respecto
al suelo u(t) y el desplazamiento del terreno ug (7). En consecuencia, la aceleracion absoluta de la masa

€s

’;iabs(t) = M(Z) + I;ig(t)-

Aplicando el equilibrio dinamico (segunda ley de Newton), la suma de las fuerzas de inercia, amortigua-

miento y rigidez debe ser nula. Esto conduce a la ecuacién
m(ii(t) +iig (1)) + cu(t) + ku(zr) =0,
que puede reescribirse en términos del desplazamiento relativo como
mii(t) + cu(t) + ku(t) = —miig(t).

Esta expresion muestra que la excitacion sismica en la base es equivalente a una fuerza inercial efectiva
—miig(t) aplicada al sistema. La respuesta estructural se evaltia resolviendo esta ecuacion para el despla-
zamiento relativo u(f), a partir del cual se obtienen las fuerzas internas y la aceleracién absoluta de la

masa.

D T

hef

Figura 8: SDOF sometido excitacion en la base. (Fuente: Chopra, 2014)

Curso: Analisis y disefio practico de cimentaciones segiin ACI 318-25 Pagina 13
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Respuesta para excitacién en la base de un sistema de varios grados de libertad

Dividiendo entre la masa modal Ml* cada ecuacién modal adopta la forma

¢TF f(1)

2000) + 260030 (e) + wlqu(e) = BT
G0) + 2ends () + i) =~

Para el caso de excitacion en la base, la ecuacién de movimiento modal se escribe como

¢1TMI' as(t)

¢lTM¢l = —T;a(1),

Gi(t) + 26iwi G (1) + wiqi(t) = -

donde r es el vector de influencia sismica y I'; es el coeficiente de participacion modal definido como

B ¢iTMr
- ¢ Mo, .

i

Para un sistema plano de n grados de libertad, el vector de excitacién suele definirse como

Introduciendo el cambio de variable
qi(t) =T; D;(1),

donde D;(t) es el desplazamiento modal generalizado, la ecuacién de movimiento se reduce a

Di(1) + 2&;w;D;(1) + wiD;(1) = —as(1).

Curso: Analisis y disefio practico de cimentaciones segiin ACI 318-25 Pagina 14
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2.4. Analisis tiempo—historia

Analisis tiempo-historia lineal en sistemas de varios grados de libertad (superposicion modal)

En un analisis tiempo-historia lineal, la ecuacién de movimiento del sistema se expresa como
Mii+Cu+Ku=p(),

y se transforma a coordenadas modales usando u(¢) = ® q(¢). Si el amortiguamiento es clasico, el sistema

se desacopla en N ecuaciones escalares independientes:
Gi(1) + 26wiGi (1) + wiq;(1) = Pi(1).

Para excitacién en la base, la fuerza modal puede escribirse como P;(t) = —Ij as(t), y es conveniente

resolver en el sistema equivalente D; () definido por
qi(t) = I Di (1),
con lo cual cada modo queda con masa unitaria:
Di(1) + 2&;w;D;i(1) + wiD;(1) = —as(1).

Cada ecuacién desacoplada se resuelve numéricamente en el tiempo (por ejemplo, mediante el método de
Newmark-f3), obteniendo D;(t); luego se recupera la coordenada modal como g;(t) = I';D;(t). Final-

mente, la respuesta total de la estructura se obtiene aplicando el principio de superposicion modal:
m m
u(t) = > ¢;qi(t) = Y ¢; Ty Di(0),
i=1 i=1

donde m es el nimero de modos considerados (segin el criterio de masa participante o precisién requerida).

Curso: Analisis y disefio practico de cimentaciones segiin ACI 318-25 Pagina 15
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2.5. Analisis modal espectral

Analisis modal espectral

Para excitacion sismica en la base, la ecuacién de movimiento asociada al modo i se escribe como

Gi(t) + 26w gi(t) + wiqi(t) = -Tias (1),

La respuesta total de la estructura se obtiene mediante la superposicién modal,

N
u(t) = > @y qn(t),  qn(t) =Ty Dy(0),
n=1
por lo que la contribuciéon modal al desplazamiento queda como

unU) = ¢n I's Dn(t)’ Uy méx = ¢n Iy Dn,méx~

La funcién D, (t) corresponde a la respuesta de un sistema equivalente de un grado de libertad con

masa unitaria y periodo igual al del modo n, gobernado por
Dn(t) + 2§nwnDn(t) + w;%Dn(t) = —ag(t).

La respuesta maxima D, msx puede obtenerse directamente del espectro de respuesta asociado al ace-
lerograma ag (1), o del espectro de disefio que incorpora los efectos de sitio, lo cual es equivalente a

emplear el espectro normativo.

Una vez obtenida la respuesta maxima de cada modo a partir del espectro, ;como se combinan

estas contribuciones modales para estimar la respuesta maxima global de la estructura?

Curso: Analisis y disefio practico de cimentaciones segiin ACI 318-25 Pagina 16



LECTURA 3

PAB

&

R

NGENIEROS
&

2.5.1. Criterios de combinacién modal

PERIODO
0.3

T=30s

0.3

T=25s

T=20s o0

-0.3

a3

T=15s [}

Criterios de combinacién modal

respuesta maxima global.

RESPUESTA EN TERMINOS DE DESPLAZAMIENTO (m) PARA SISTEMAS CON DIFERENTE PERIODO

mdximo 0.255 m

!

midxima 0.274 m

1 C- %maﬁsm U — |

t
t
L

0.3 1

0.3 ,

T=tos o

T=05s o0

Lidownaw

! ﬁ.-. méximo 0.128 m ————
T
' = 0.05T m I

'] 5 10 15 20 25 tis)

—  mdximo 0.106 m —
_WWWWM—M Desplazamiento

oo

Periodo T (s)

ESPECTRO DE DESPLAZAMIENTOS
TEMBLOR DE EL CENTRO

Amortiguamienio 5%

00 05 10 1.5 20 25

30

Los valores maximos de la respuesta modal no pueden sumarse directamente, ya que, en general, los
maximos de cada modo no ocurren simultaneamente en el tiempo como se muestra en la figura 9.
Cuando un modo alcanza su maximo, las respuestas de los demas modos suelen ser menores que sus

maximos individuales. Por esta razén, se emplean métodos de combinaciéon modal para estimar la

Figura 15-1 - Cdlculo del espectro de respuesta de desplazamientos del Temblor de El Centro. Debe observarse que
los valores que se coleccionan en el espectro no ocurren en el mismo instante

Figura 9: Valores maximos de cada coordenada modal en diferentes instantes de tiempo. (Fuente: Garcia, 1988)
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Criterios de combinacién modal (Cont.)

A continuacién se presentan los métodos de combinacién mas conocidos para estimar la respuesta maxima.

Suma de los valores absolutos (ABS) Puede interpretarse como un limite superior conservador de la

m
r< Z i .
i=1

Raiz cuadrada de la suma de los cuadrados (SRSS) Basado en la teoria de vibraciones aleatorias y en

respuesta:

supuestos estadisticos de independencia modal, es adecuado cuando las frecuencias naturales estan bien

separadas:

Combinacién cuadratica completa (CQC) Este método considera la correlacion entre modos, lo
cual es fundamental cuando existen frecuencias cercanas. A diferencia del método SRSS, el método CQC
reconoce el signo relativo de las contribuciones modales, reduciendo errores cuando hay interaccién modal

significativa (Wilson):

m

m m m m
= oy — 2
S NIRRT

i=1 j=1 i=1 i
i

El coeficiente de correlacion modal, para el caso de amortiguamiento igual en todos los modos, se expresa

como 3/2
86%(1 + Aij)A;) o
Pij = 212 2 212’ Aij = —,
(1—/1”.) + 45 /lij(1+/ll.j) wj

donde f3 es la fraccion de amortiguamiento critico (usualmente 8 = 0,05) y w;, w; son las frecuencias
angulares de los modos i y j.
De forma mas general, cuando los amortiguamientos modales son diferentes, el coeficiente de correlacion

propuesto por Der Kiureghian se escribe como

~ 8\BiB;(Bi + ﬂijﬁj)ﬂ?f
(L= + 4B A (L + A7) + A(BF + BAT

Pij

Finalmente, como sefiala Chopra, el analisis modal espectral no proporciona una prediccion exacta de la
respuesta maxima en el tiempo, sino una estimacion confiable y suficientemente precisa para propésitos
de disefio estructural.

Pique y Scaletti enfatizan que la combinacién es la ultima operacion que se realiza para obtener cualquier

efecto.
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Figura 10: Coeficientes de correlacién en el método CQC (Fuente: Garcia, 1988)

(,z\:ﬂisis Dinimico Modal Esgeﬁ

Y

Modelacion de la Estructura

Definicion de las matrices de masas y rigidez

v

Solucion del Problema de Valores Caracteristicos
Determinacion de las frecuencias y periodos, modos

v

Calculo de los Factores de Participacion Estdtica

v

Leer Espectros de Diseiio:
Aceleraciones o Desplazamientos

v

Calculo de las Respuestas Modales Maximas

v

AN

Combinacion de las respuestas Modales para la

determinacion de cada efecto
Fuerzas y deformaciones

v

Figura 11: Resumen del procedimiento de analisis modal espectral (Fuente: Pique Del Pozo y Scaletti Farina,

1990)

Curso: Analisis y disefio prictico de cimentaciones segiin ACl 318-25 Pagina 19



-1

Wy
’YABAR INGEN\EROS‘
CONSULTORIA & CAPACITACION

LECTURA 3
3. Ejemplo numérico de aplicaciéon

Ejemplo de un edificio de 5 niveles:
Un edificio aporticado de concreto armado (E. = 2,2 x x106 tonf/m2) estd compuesto de 5 pérticos
iguales (ver Figura 12) con columnas y vigas de dimensiones 0.3m X 0.60m. Asumiendo pesos por nivel de
600 tonf, realice el analisis modal espectral y el analisis tiempo historia para el sismo de Lima 1974 EW.

Asuma una razén de amortiguamiento para todos los modos de 5 %.

3.5m

3.5m

3.5m

3.5m

Figura 1

iiy(t)

Figura 12: Geometria del pértico analizado.
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Ejemplo de un edificio de 5 niveles (Solucién):

a) Matriz de rigidez y masa:
La matriz de rigidez lateral del pértico de 4 pisos, empleada en el presente trabajo, se obtuvo mediante
el método de la rigidez aplicado al poértico bidimensional completo y posteriormente reducida por medio
de condensacion estatica a un solo grado de libertad por piso (desplazamiento horizontal del diafragma en
cada nivel).
En primer lugar, se modelé cada elemento columna como una viga—columna tipo Timoshenko, incluyendo
deformaciones por corte. Las vigas se consideraron axialmente inextensibles, lo que en términos estructurales
equivale a suponer un diafragma rigido en cada piso: todos los nudos del mismo nivel comparten el mismo
desplazamiento horizontal. Con esta hipétesis, los grados de libertad axiales de vigas no contribuyen a la
deformacién lateral global.
El ensamblaje de las matrices de rigidez de los elementos en coordenadas globales produce la matriz de
rigidez global completa del pértico, definida en términos de todos los grados de libertad nodales (desplaza-
mientos horizontales y verticales, y giros). A partir de ella se realiza una particion en los grados de libertad
maestros asociados a los desplazamientos laterales de los diafragmas de piso, ug, y los grados de libertad
esclavos internos, Uc:

Fe Kgg Kgcf |ug

F. ch Kee | |uc

Imponiendo equilibrio interno sin cargas aplicadas en los grados de libertad esclavos (F. = 0), se obtiene

la ecuacion de condensacién estatica:
. =-K 'K, u
c = ~Bee Beglg-

Al reemplazar esta expresién en la primera fila del sistema, se obtiene la matriz de rigidez condensada en

los grados de libertad maestros:
=1l -
Fy = (Kgg — Koo Kod Keg | ug = Kig g,

donde Kj.; es la matriz de rigidez lateral de tamafio 4 X 4 asociada al modelo de corte del pértico de 4

pisos.
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Ejemplo de un edificio de 5 niveles (Solucién):

LECTURA 3

Matriz de rigidez lateral de un pértico:

10537,817 —6118,894  1637,5  —213,823 |

6118,804 8943,009 —5700,356 1257,663 | [tonf

1637,5  —5700,356 8034,083 —3693,048 [ }
213823 1257,663 —3693,048  2606,82

Klateral =

Dado que la estructura esta compuesta por 5 pérticos iguales la matriz de rigidez lateral de la estructura

sera la rigidez del pértico multiplicado por 5:

Matriz de rigidez lateral de la estructura:

— 52689,083 —-30594,469  8187,502  -1069,114 -

-30594,469 44715,496 -28501,779  6288,315 tonf
8187,502  -28501,779 40170,415 —18465,241 [ ]
-1069,114  6288,315  —18465,241 13034,101

Matriz de masas:

(61,183 0 0 0
0 61183 0 0 §2
M = tonf - —
0 0 61183 0 m
0 0 0 61183

b) Modos de vibracion

Los modos de vibracién del sistema se obtienen resolviendo el problema de autovalores generalizado
2
K¢, =4,M6¢,, Ar = wy,

donde w; es la frecuencia circular del modo r y ¢, su vector propio asociado. Los periodos modales se

calculan como
2
T, = —.
Wy
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Ejemplo de un edificio de 5 niveles (Solucién):

Frecuencias circulares y periodos:

[ 4,141 |
13,838
Wy = [rad/s], T =
26,599

39,313

Formas modales:

0,148 0,448 —0,673
0,380 0,662 0,023
0,579 0,158 0,639
0,706 —0,580 —0,371

Las formas modales se normalizan respecto al altimo nivel, es decir, @' = @,. /Dy;,..

0,200 —0,772 1,813
0,538 —1,142 0,061
0,820 -0,273 —1,722
1 1 |

La Figura 13 muestra las formas modales normalizadas.

1,517
0,454
0,236

0,160

0,570 |
0,646
0,480

0,166

—3,431]
3,887
~2.893
1
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4 4 . 7
3 N 3
I3, 5
2 2 | 22 N
Z Z
1 1t |
ok : : : ok : : :
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4
(1 normalizada 2 normalizada
4 : T_ : : 4~ : .7.
3t l 1 3t N
C S
> 2 § Z 2 [ ] 1
Z Z
1t | 1 1t N
ok : : : ok : : .
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4
(3 normalizada 4 normalizada

Figura 13: Formas modales normalizadas al piso 4.

Ejemplo de un edificio de 5 niveles (Solucién):

Propiedades modales: masas y factores de participacion
Dadas las formas modales normalizadas al dltimo nivel ®,, = [¢n1 bno - Pun ] y la matriz de masas

M, las principales cantidades modales se definen como:

= Masa generalizada del modo i:

4T
Mi - ¢n,i M ¢n,i'
Representa la inercia equivalente asociada al movimiento en la coordenada modal ¢;(1).

= Masa participante (o fuerza generalizada estatica) del modo i:
T
Ll’l,i = ¢n,i Mr‘

Es la proyeccién del patrén de carga sismica r en la forma modal i.

Curso: Analisis y disefio practico de cimentaciones segiin ACI 318-25 Pagina 24



E

LECTURA3 PABAR NSEN\E@

Factor de participacion modal del modo i:

Ln,i

r; = =2
Mi

Mide qué tan “eficiente” es el modo i para excitarse bajo una aceleracién uniforme de base.

Masa modal efectiva del modo i:

2
Ln,i

M

1

2 *
Me i = Fi Mi =

Corresponde a la masa que realmente participa en la respuesta a lo largo del modo i.

= Masa total del sistema:

n
Miotal = § Me j.

= Razén de masa efectiva del modo i:

Fmi = o
’ Mtotal

Indica el porcentaje de la masa total que participa a través del modo i.

En la Tabla 1 se resumen las propiedades modales obtenidas para los cuatro primeros modos, incluyendo
las masas generalizadas, masas participantes, factores de participacién, masas efectivas y la contribucién

relativa de masa de cada modo.

Modo i M: Ly I; Me,i Tm,i
[tnfs?/m] [tnfs?/m] [-] [tnfs?/m] [-]

1 122.741 157.102 1.280 201.083 0.822

2 182.008 -72.621 -0.399 28.976 0.118

3 444.050 70.475 0.159 11.185 0.046

4 2217.648 -87.947 -0.040 3.488 0.014

Mtotal 244732 1000

Tabla 1: Resumen de propiedades modales generalizadas y participacién de masa.

Se puede apreciar que la masa participativa de los modos superiores (2, 3y 4) es 17 %.

Curso: Analisis y disefio practico de cimentaciones segiin ACI 318-25 Pagina 25



YABAR INGEN\EROS‘

LECTURA 3

Ejemplo de un edificio de 5 niveles (Solucién):

¢) Analisis de respuesta en el tiempo:

Se emplea el registro de aceleraciones de la estacién LIMA 1974 componente EW, el intervalo de muestreo

medio es At ~ 0.02s.

En primer lugar se integra la sefial sin corregir para obtener las velocidades y desplazamientos,

Vunc(t):‘/ﬁg(t)dt’ uunc(t):/Vunc(t)dtv (6)

expresados en cm/s y cm respectivamente. Posteriormente se aplica una correccién instrumental y de
deriva, que combina un filtrado de alta y baja frecuencia y un ajuste polinémico al desplazamiento. La

sefial corregida se denota iy (7).

Las Figuras 14 y 15 muestran, respectivamente, el registro sin corregir y el registro corregido de aceleracién,

velocidad y desplazamiento.

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

_200 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
0 T
—.-2000 .
B
= -4000 |- .
=
S -6000 | .
1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

t[s]

Figura 14: Registro LIMA 1974 EW sin corregir: aceleracién, velocidad y desplazamiento.

Curso: Analisis y disefio prictico de cimentaciones segiin ACl 318-25 Pagina 26



YABAR INGEN\EROS‘

LECTURA 3

acorr (t) [9]

Veorr (t) [cm /8]

Ucorr (t) [cm]

0 10 20 30 40 50 60 70 80 9 100
t[s]

-20

Figura 15: Registro LIMA 1974 EW corregido: aceleracién, velocidad y desplazamiento.

Ejemplo de un edificio de 5 niveles (Solucién):

La respuesta de la estructura ante una aceleracion de base iig (f) se modela mediante el sistema matricial
Mii(zr) + Cu(t) + Ku(r) = ~Mriig (1),

Se asume amortiguamiento un modal: &, = 5 %. Proyectando en coordenadas modales u(¢) = 3, @,.¢q,(2),

cada modo verifica la ecuacién SDOF

Gr +2¢0rGy + (U;%Qr B = rﬁg(t),

Las Figuras generadas por el analisis contienen:

Coordenadas modales de desplazamiento y aceleracién g, (t) y ¢, (t) (Figura 16) y (Figura 17).

Desplazamientos relativos y aceleraciones absolutas por piso en el tiempo (Figura 18) y (Figura 19).

» Derivas de entrepiso 6;(t) (Figura 20).

» Fuerzas laterales por piso, cortante basal y momento de volteo (Figuras 21 y 22).
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=
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j=)l
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0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
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-0.51 | | | | | | | | |

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

0.5F T T T T T T T T T

-0.51 | | | | | | | | |

100

qi(t)

¢ (t)

-20}

20

da(t)

20+

Figura 17: Coordenadas modales de aceleracién ¢, (¢) en el tiempo.
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Figura 18: Desplazamientos relativos por piso en el tiempo (analisis tiempo-historia).

0.2+ =

(=]
%
4
3
4

a [g]

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

as [g]

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

50 60 70 80 9 100
t[s]

Figura 19: Aceleraciones absolutas por piso en el tiempo (analisis tiempo—historia).
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Figura 20: Derivas de entrepiso en el tiempo.
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Figura 21: Fuerzas laterales en cada piso en el tiempo.
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100

V, [tonf]
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-100
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20 30 40 70 80 90

100
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(e}
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Figura 22: Cortante basal y momento de volteo en el tiempo.

100

La Tabla 2 resume las respuestas maximas obtenidas del analisis tiempo—historia bajo el registro LIMA 1974

EW.
Tabla 2: Respuesta méaxima en el tiempo (LIMA 1974 EW).

Piso  Umax [cM]  @msx [8]  Omax [[]  Flat,max [tonf]
1 1.3114 0.21821  0.0037469 128.28
2 3.0523 0.20561  0.0052591 122.27
3 4.4458 0.21359  0.0046648 125.60
4 5.2251 0.26725  0.0049582 160.12

Cortante basal maxima: Vj, 4, = 184,119 tonf.

Momento de volteo maximo: My max = 1501,725 tonf - m.
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Ejemplo de un edificio de 5 niveles (Solucién):

d) Espectros de respuesta y andlisis de superposicion modal
Con la aceleracién de base corregida iig,orr(t) se calculan los espectros de desplazamiento y aceleracién
elasticos para un amortiguamiento & = 5 %. Para cada periodo de oscilacién T, en el rango T € [0,01,4] s

se integra el sistema SDOF:

Miire| + 2§ wpmilye + w?qmurel =-m I;izorr(t)’ (7)

donde w;, = 27/T,. La integracién se realiza con el método de Newmark— con aceleracién promedio
B = }1 Yy = %) Los valores maximos de desplazamiento relativo y aceleracién absoluta definen los

espectros de respuesta:

max, |ﬁre|(t) + ﬁgorr(t)|

8

Sa(Ty) = mtéx |urel (£)], Sa(Ty) = (8)

La Figura 23 presenta los espectros de desplazamiento y aceleracién junto con los puntos correspondientes

a los periodos modales del pértico. Los valores espectrales en dichos periodos se resumen en la Tabla 3.

10 - T T T T T T

06 T T T T T T

T [s]

Figura 23: Espectros de desplazamiento y aceleracién para LIMA 1974 EW y puntos en los periodos modales.
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Tabla 3: Respuestas espectrales en los periodos modales (LIMA 1974 EW).

Modo T, [s] Sgq(Ty) [em] Sa(Ty) [g]

1 1.5172 4.126 0.072
2 0.4540 2.311 0.460
3 0.2362 0.623 0.435
4 0.1598 0.253 0.399

Ejemplo de un edificio de 5 niveles (Solucién):
Para cada modo 7 se asume que el sistema SDOF equivalente estd excitado por el mismo movimiento de

base. La deformacién modal maxima de piso se aproxima mediante

W = g T, S(Ty),
a, " = ¢, T Sq(Ty),

mientras que las derivas, fuerzas laterales, cortante basal y momento de volteo para cada modo se calculan
con las mismas expresiones que en el analisis tiempo—-historia.
Para combinar los aportes modales se utiliza el criterio de combinacién cuadratica completa (Complete
Quadratic Combination, CQC). Para un amortiguamiento uniforme & la correlacion modal entre los modos
Iy J se estima como

4€2(1 + Bij)Bij wj

] (1= 7)) +4€2B;(1 +Bij)? Bij = o

Pij

con pj; = 1. El valor combinado de una respuesta escalar R (p.ej. desplazamiento, fuerza, cortante) se

Roqe = \/ZZRipij R;.
i

Para el edificio en estudio se obtuvieron los siguientes valores numéricos:

obtiene como

10299 0,156 0,105 [ 1 0,009 0,005 0,004]
13342 1 0520 0,352 {0009 1 0,025 0011
P=loa2e 102 1 oerr| 7 |o0os 0025 1 0063

0495 2,841 1,478 1 0,004 0,011 0063 1

Aplicando esta formulacién a las respuestas maximas de cada modo se obtienen los perfiles CQC de

desplazamientos, derivas, aceleraciones y fuerzas laterales. La Figura 24 muestra los resultados en altura.
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Altura [m]
Altura [m]

15

g 10t

Altura [m

0 0.05 0.1 0.15 0.2
Gabs [g]

Figura 24: Perfiles CQC en altura de desplazamientos relativos, derivas y aceleraciones.

Tabla 4: Respuesta maxima modal—espectral (CQC) por piso.

Piso ucqc [em] 6Ocqc [[]  acqc [g] Fcqc [tonf]
1 1331  0.0038028  0.19897 119.93
2 3.0339  0.0050874  0.22440 132.43
3 43436 0.0048727 0.15748 96.19
4 53651  0.0043947 0.21808 129.59
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Ejemplo de un edificio de 5 niveles (Solucién):

LECTURA 3

e) Comparacion de resultados

La Figura 25 muestra la comparacién en altura de los desplazamientos maximos obtenidos mediante el
analisis tiempo—historia (TH) y la combinacién modal CQC aplicada a la respuesta espectral. Se observa

que ambas curvas practicamente coinciden para todos los niveles.

14

12 -

10

Altura [m)]

0 Il Il Il Il Il
0 1 2 3 4 5 6

Uyel [C]

Figura 25: Comparacién en altura de desplazamientos maximos TH vs CQC.

La Tabla 5 resume los desplazamientos maximos obtenidos por cada método y la variacién porcentual
asociada. Las diferencias oscilan entre —2,30 % y +2,68 %, valores completamente aceptables para un

sistema con multiples modos de vibracion. Este resultado valida la consistencia entre el analisis espectral y
el analisis dinamico tiempo-historia.

Tabla 5: Comparacién de desplazamientos maximos TH vs CQC.

Piso utH [em] ucqc [em]  Au [%]

1 1.3114 1.331 1.4912
2 3.0523 3.0339 -0.6046
3 4.4458 4.3436 -2.2988
4 5.2251 5.3651 2.6776
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LECTURA 3

La Tabla 6 muestra la comparacién de las derivas maximas obtenidas mediante el anélisis tiempo-historia
(TH) y la combinacién modal CQC. Las discrepancias porcentuales se encuentran entre —11,36 % y
+4,46 %, valores que son coherentes con la sensibilidad de la deriva respecto a la contribucién de modos

superiores. Aun asi, la tendencia global de ambas respuestas es muy similar, lo cual confirma la consistencia

entre los dos enfoques de analisis dindmico.

Tabla 6: Comparacién de derivas maximas TH vs CQC.

Piso  Otn[] Ocac[] A6 [%]
1 0.0037469 0.0038028  1.4912
2 0.0052591 0.0050874 -3.2650
3 0.0046648 0.0048727 4.4553
4 0.0049582 0.0043947 -11.365

Altura [m]

A/h x1073

Figura 26: Comparacién en altura de derivas maximas TH vs CQC.
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LECTURA 3

La Tabla 7 presenta la comparacién de las aceleraciones absolutas maximas obtenidas mediante el analisis
tiempo-historia (TH) y la combinacién modal CQC. A diferencia de los desplazamientos y las derivas, las
aceleraciones suelen presentar mayores discrepancias entre métodos debido a la sensibilidad a los modos
superiores y al contenido de alta frecuencia del registro sismico. En este caso, las variaciones oscilan entre
-26,27 % y +9,14 %, valores coherentes con lo reportado en la literatura. Aun asi, la tendencia global en

altura se mantiene, lo cual confirma la consistencia general de ambos enfoques de analisis dindmico.

Tabla 7: Comparacién de aceleraciones absolutas maximas TH vs CQC.

Piso ath[g] acqclg] Aa[%]

1 0.21821 0.19897  -8.8159
2 0.20561  0.22440 9.1379

3 0.21359 0.15748 -26.2660
4 0.26725 0.21808 -18.4000

Altura [m]

0.3

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
Aabs [g]

Figura 27: Comparacién en altura de aceleraciones maximas TH vs CQC.
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Ejemplo de un edificio de 5 niveles (Solucién):

Para el caso de cortantes de piso y momento volcante se observa que, para los niveles inferiores, las
diferencias entre el analisis tiempo—historia y el espectral modal con combinacién CQC son reducidas: el
momento de volteo en la base difiere menos del 1 %, y las cortantes de los pisos 1-3 presentan variaciones de
orden £(3-8), %. En el altimo piso las discrepancias aumentan (del orden del 19 %), lo cual es esperable
porque las respuestas locales en la parte superior son mas sensibles a la forma modal dominante y a la
forma de combinar los modos. En conjunto, la comparacién indica que el modelo modal con combinacién
CQC reproduce adecuadamente la distribucion global de cortantes y momentos obtenida con el analisis

tiempo—historia.

14 ‘ .
TH
- = =CQC

12 +

10

Altura [m]

[V}
T
e S R |

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
‘/story [tOIlf]

Figura 28: Comparacién de cortantes maximas de entrepiso TH vs CQC.
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Altura [m]

1 1 1 1 1 1

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600
Mo (2) [tonf - m]

Figura 29: Comparacién del diagrama de momento volcamiento TH vs CQC.

4. Factores de contribucién modal

Amplitud estatica y dinamica en el analisis modal espectral
En la practica del analisis modal espectral surgen naturalmente las siguientes preguntas fundamentales:

i Cuantos modos son suficientes para obtener una respuesta estructural precisa?

i Cual es la contribucion de un modo especifico a los desplazamientos maximos?

i Cual es la contribucion modal a los cortantes maximos?

i Cual es la contribucion modal a los momentos volcantes maximos?

A continuacién se presentan los conceptos de masa y altura modal efectiva que ayudan a responder estas

preguntas:
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Amplitud estatica y dinamica en el analisis modal espectral

Recordando la ecuacién caracteristica asociada al modo 7 y su respuesta modal,

K¢, = w2Mg,,  uu(t) =, qn(0),

la historia de fuerzas elasticas asociada a dicho modo se expresa como

£,(¢) = Ku, (1) = Mg, w?z‘]rl(t)-

Para excitacion en la base, la coordenada modal puede escribirse como

qn(t) = Ty Dy(t),

donde I}, es el coeficiente de participacién modal y D, (¢) es el desplazamiento modal equivalente. Susti-

tuyendo,
f.(1) = M¢,, wirnDn(t) =5 wr%Dn(t) =8, An(2),

siendo

sp =TI} M¢n

la componente estatica modal asociada al modo 7, y A, (f) = w2 D, (1) la pseudoaceleracién modal.

La respuesta estatica equivalente total se obtiene como

N
5= o
n=1

y la contribucién relativa del modo n a una respuesta estructural r se cuantifica mediante el factor de

contribucién modal

donde rflt es la respuesta producida por la fuerza estatica modal s,,.

El factor de contribucién asociado a las fuerzas estaticas debe interpretarse Gnicamente como una parte de
la respuesta total independiente de la carga, ya que, como se muestra en la figura 30, la contribucién final de un
modo a la respuesta dindmica depende también del valor maximo de la coordenada modal D(¢) dependiente
de la excitacién. Este factor de contribucion dindmico es analogo a la pseudoaceleracion espectral obtenida

para cada modo a partir del espectro de disefio definido por los cédigos sismicos.
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Mode Static Analysis of Dynamic Analysis of Modal Contribution to
Structure SDF System Dynamic Response
Forces
5
Unit
Mass
Pl Dy(1)
1 rin) = ri’ [wf Dy(n]
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]
J
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Forces
52
Unit
MAass
Pl Dy(1)
2 ol ror) = r3’ (w3 Do)
it 2 62
T TR T
Forces
Sy
pla)
N ) = 1! [y Dy(1)]
w
)
T T A
N
Total response rir) = E;‘,,{-‘JI

Figura 30: Factor de contribuciéon modal. Fuente: Chopra, 2014
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4.1. Contribucién a la cortante basal y al desplazamiento

Contribucién a la cortante basal y al desplazamiento

Debido a la relacién directa entre las fuerzas estaticas equivalentes y la pseudoaceleracién modal, resulta
evidente que el vector s, asociado al modo n puede interpretarse como la masa modal efectiva M, ;. Esta
magnitud indica cuanta masa estructural se activa en cada modo y, en consecuencia, cuanto contribuye
dicho modo a la cortante basal.

Por tanto, la cortante basal asociada al modo n, debida a las fuerzas estaticas equivalentes s;;, se expresa

como
N

N
Vi =D Sin=Tn ) mijn.

j:l j:l
La historia temporal de fuerzas modales puede escribirse como el producto de una componente estatica y

una componente dindmica,

£,(2) = 5, An(2),

y, de forma analoga, cualquier respuesta modal 7, (#) puede expresarse como
t
rn(t) = rfl An(t)’

donde r,sf representa la respuesta estatica asociada al modo n.
Como ejemplo, para evaluar la contribucién de un modo cualquiera a la respuesta modal de desplazamientos,
se tiene

u' =K' =K1, = K™'I,Mg,,.

n

Usando la ecuacién caracteristica

K¢, = w;Mg,,

se obtiene
I
st _ n
u, = —¢,.
w;,

Finalmente, la contribucién relativa del modo n al desplazamiento total se cuantifica mediante el factor

de contribucién modal en desplazamientos,
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N, - 5p * SN
- e

Jj -5 = Sip = rn’”j¢ju
- -

1 - 5 = Sin

Tz T 7 7

(a) (b)

Figura 31: Contribucién estatica de fuerzas laterales en cada modo. (Fuente: Chopra, 2014)

Otra forma de entender la masa efectiva:

La ecuacién de movimiento con masa unitaria es:
.. . 9
D; (1) + 2¢iw;D; (1) + w; D; (1) = —as (1)

En este nuevo sistema la fuerza en cada modo I sera:

F; = Ku; (1)

Fi = w;M¢;q; (1)
F; = wIM¢;TD; (1)
Fi = M¢iT'S,i (1)
Fi = MSq,i (1)

Donde:
M, : Masa modal efectiva y Sq,; (¢): Pseudoaceleracion
2
Mo M (Sf, migi)

M, = M¢;T' = =
‘ o eTMy, L mig?
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Pseudo-aceleracion espectral: por qué es “pseudo” y no aceleracién real

En la Norma E.030, el espectro de disefio suele expresarse en términos de pseudo-aceleracién espectral
Sa. Se denomina pseudo-aceleracion porque no corresponde necesariamente al maximo de la acele-
racién real ii () del oscilador, sino a una aceleracién equivalente obtenida a partir del desplazamiento

maximo del sistema.

Aceleracion real vs. pseudo-aceleracion Sea un oscilador de un grado de libertad con periodo T

(frecuencia circular w) sometido a un sismo. La aceleracién real del sistema es:

a(r) = ii(t) (9)

mientras que la pseudo-aceleracién se define a partir del desplazamiento espectral maximo S como:

Se = w?Sy con w=—. (10)

Interpretacion fisica para disefio La pseudo-aceleracién S, puede interpretarse como la aceleracion
constante equivalente que produciria, en forma “estatica”, el mismo desplazamiento maximo dinamico

S4. Por ello, en términos de fuerzas inerciales equivalentes:
Feq = mSq, (11)

lo cual resulta especialmente atil en el analisis modal-espectral y en la construccién de espectros de

disefio empleados por la norma.
Relacion con otros pseudo-espectros De manera consistente, a partir de S se definen:
Sy = wSg (pseudo-velocidad), Sq = w?Sy (pseudo-aceleracién). (12)

Comentario practico Para amortiguamientos tipicos de disefio (por ejemplo, alrededor del 5%), la
pseudo-aceleraciéon S, suele aproximar adecuadamente la demanda asociada a fuerzas inerciales maximas,

razén por la cual su uso esta ampliamente extendido en normas de disefio sismorresistente.

méx|b'i(t)| ~ w? méx|u(t)| (13)
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4.2. Contribuciéon al momento volcantes en la base

Contribucién al momento volcantes en la base

Por conveniencia, se reescriben algunas magnitudes modales fundamentales. El coeficiente de participacién

modal puede expresarse como

_ ¢Mr  L!
! ¢£M¢n M"’

donde

N N
h 2
L, = E m;®in, M, = E mj(bjn.
= =1

El momento volcantes en la base asociado al modo n, debido a las fuerzas estaticas equivalentes s;,, se

define como
N
st _ o
Mbn - Z h] Sjns
Jj=1
y sustituyendo s, = I'ym jé jp resulta
N
t 0
M3, = > hyTumjn =Tu L,
Jj=1
donde

N
0
L, = Z hjmj¢jn
=

se denomina momento estatico modal o primer momento de masa modal.

De forma analoga a la cortante basal, el momento volcantes modal puede escribirse como
st —
My, =henMen,

donde M, , es la masa modal efectiva y

My, T
N Moy M

es la altura modal efectiva asociada al modo n.
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Figura 32: Cortante y momento debido a las fuerzas laterales de cada modo (Fuente: Chopra, 2014)
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fﬂj
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R
- " i,
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Figura 33: Definicién de la altura modal. Fuente: Chopra, 2014.
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Ejemplo de contribucién modal al momento en la base:

En el analisis modal espectral, el momento volcante en la base puede expresarse como suma de contri-

buciones modales. Para cada modo n,

t
M[Sg,n = Me,n he,na

donde M., es la masa modal efectiva y /., es la altura modal efectiva. La contribucién porcentual

de cada modo se estima normalizando:

Me,nhe,n

%M, = x 100.

1=

N
Zl Me,ihe,i

Si he n < 0, la contribucién del modo 7 es negativa, lo que indica que dicho modo disminuye el momento

volcante total (por presentar un patrén modal que genera acciones inerciales opuestas al giro dominante).
Datos del ejemplo (Chopra, 2014): M, ,, y he , se toman de la figura 34.

Tabla 8: Contribucién modal algebraica al momento volcante en la base

Modo M., hen[m] Menhen Contribucion (%)

1 4.398 3.51 15.437 103.0
2 0.436 -1,20 -0.523 -3.5
3 0.121 0.76 0.092 0.6
4 0.037 -0,59 -0.022 -0.1
5 0.008 0.52 0.004 0.0
Suma 14.988 100.0
m
+ —O—
m 4.398m
)
Ay
m O
Ty
'-J-_-_-': Ay
Il m =
e O =
b " 0.436m
rT - 0.121m -
2 S 2 0.037m = 0.008m
) 7 ;T 29 21 )
- —- (1) | —c U (1)
Mode 1 2 3 4 5

Figure 13.2.5 Effective modal masses and effective modal heights.

Figura 34: Ejemplo de calculo de contribucién modal al momento volcante. Fuente: Chopra, 2014.
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